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摘要―多組史坦納樹連結演算法是指在一個 X 架構網路

中，利用垂直(vertical segments)、水平(horizontal segments)
以及斜線(oblique segments)線段，將各組節點以最短的連接

路徑相互連接後所形成多組史坦納樹。史坦納樹演算法在

時間複雜度上屬於 NP-complete [6]、[8]，所以目前多組演

算法之研究報告尚不多見。多組史坦納樹可應用於電子電

路中，如 VDD、GND 等。本文利用 2D 八向式史坦納樹之

試誤型演算法來處理各組節點連接問題，然後利用各節點

與關鍵節點的距離來作一個依序連結的順序，以求得多組

史坦納樹。其時間複雜度為 O(p2N)、空間複雜度為 O(pN)，
其中 p 為欲連結節點數目，q 為組數，N 為二維矩陣中節點

的數目。 

關鍵詞―多組，史坦納樹，繞線 

 
Abstract - In an X-Grid, a Multiple Steiner Trees 
Routing algorithm connects each group node via 
vertical, horizontal and oblique segments. So far 
the researches in this topic are few since the 
problem is NP-complete. The Multiple Steiner 
Trees Routing algorithm can be used to solve 
many well-known problems, such as the VDD- 
GND routing problem in VLSI. This paper 
presents a novel Multiple Steiner Trees Routing 
algorithm, which adopts 4-geometry Steiner Trees 
Routing Heuristic algorithm to connect each group. 
The space and time complexities are O(pN) and 
O(p2N), respectively, where N is the number of 
nodes in the 2-D matrix and p is the number of 
terminal nodes, q is the number of groups. 
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一、緒論 

網路中的史坦納樹問題 (Steiner problem in 
networks; SPN)是指在歐式平面(Euclidean plane)

上，找出可展開(spanning)給定節點集合(set of 
vertices)的最短路徑網路。史坦納樹問題與最小

伸展樹(Minimal Spanning Tree; MST)的問題相

當類似，不同點為最小伸展樹中所構成路徑的

邊集合(set of edges)中的邊(edges)只可由節點

(vertices)連接至節點，而史坦納樹路徑的邊除了

可由節點連接至節點的邊構成外，也可由其它

任意自由節點來當作輔助節點，使連接整個節

點後的總長度最小，因而稱為史坦納樹節點

(Steiner vertices)。圖一中的圓點表示欲相互連接

之節點，實線及虛線則表示連接該節點集合的

邊集合。圖一(a)表示最小伸展樹所允許的路徑

連接方法將給定的節點連接後所形成之連接圖

(connected graph)；而圖一(b)則為給定與圖一(a)
相同的節點集合，以最小史坦納樹定義的路徑

形態所得出之連接圖形。 
比較圖一虛線部份，可以明顯看出最小伸

展樹與史坦納樹之差異。最小伸展樹只可由節

點連結至節點的路徑形態，而史坦納樹則可由

 
(a) Minimal Spanning 

Tree 
(b) Steiner Minimal 

Tree 
圖一、最小伸展樹與史坦納樹之差異示意圖 



                                                                             

其它自由節點連結至現有路徑之路徑形態。 
史坦納樹問題之正式的數學定義為：若給

定一個具有|V|個節點的節點集合 V、|E|個邊的邊

集合E以及成本函數(cost function) C: E R的無

向網路圖 G = (V, E, C)，以及 V 的子集合 Z，Z
包含於 V，Z 為具有 p 個欲相互連接成一網路的

節點所成的集合。則史坦納樹問題可以表示為:
求解 G 的子網路 GZ 使得在 Z 中的每一節點對

(Zi,Zj)，0＜i, j≦p，均存在一條路徑，使 GZ 總成

本 C(GZ)為最小。 
GZ 中共有兩種節點型態，包含於 Z 中的節

點稱為 Z 節點(Z-vertices)，其餘的節點則稱為 S
節點(S-vertices)。子網路 GZ 則稱為於 G 上對 Z
而言的最小史坦納網路。如圖一(b)中之史坦納

節點即為 S 節點，其餘則為 Z 節點。 
史坦納樹問題有許多確切型演算法(exact 

algorithm)已經被提出，如 Melzak [11], Cockayne 
[5], Boyce 及 Seery [4], Boyce [3]和 Winter [13]
等。不過由於史坦納樹的問題太過於複雜，使

得上述的確切型演算法只能在合理的時間內解

決連接節點數 p 較少的問題，當連接節點數過

多時，所需的處理時間將為天文數字而令人無

法接受。Karp [8]和 Foulds [6]分別證明了史坦納

樹問題是屬於 NP-complete。因此，為了解決較

多的連接節點數，試誤型演算法 (heuristic 
algorithm)變得相當重要。目前已有許多大量針

對史坦納樹問題而提出的試誤型演算法[1][2]。
其中獲得較佳結果且執行效率也較佳的史坦納

樹試誤型演算法是由 Lin 等人所提出 [12][10]。 
史坦納樹問題原先是由數學延伸而來的，

近年來一直被應用在計算機科學領域中。它的

應用範圍相當廣泛，如多重廣播路徑之找尋、

印刷電路版(Printed Circuit Board, PCB)的電流

網路連接網狀架構(mesh)上的容錯路徑，以及超

大型積體電路內的路由路徑(VLSI、ULSI routing)
找尋等，均為史坦納樹問題的應用領域。 

過去數十年來，許多數學家、資訊科學領

域的研究人員，均對史坦納樹問題投入不少心

力，但是多組史坦納樹問題的研究報告尚不多

見，大部分都是針對單組連結路徑來做改進，

對於應用在電子電路上來說是相當不實用的。

舉例而言，在一般電路板的應用上，可能不只

單組線路，通常會有多組線路組合而成。圖二

為電路板中常見的電源(Vdd)與接地(GND)配置

圖。因為電源與接地線所承載的電流比其他的

線路要多，線材本身也較寬，因此通常必須在

同一層完成繞線。有鑑於此，多組史坦納樹連

結在電子電路的設計上有其必要與重要性。 
本文之後將介紹的部份說明如下：第二節

將問題定義及介紹所需的變數名稱，第三節為

多組史坦納樹演算法；演算法效能分析則安排

在第四節，第五節則是簡單的範例，最後本文

在第六節總結。   

二、問題定義與變數介紹 

  多組史坦納樹演算法問題是由單組延伸出

來，因為單組已經不適用在目前的 PCB 板上，

而是要有多組以上之路徑才符合需求，所以才

會提出多組史坦納樹演算法。圖三是問題定

義，圖三(a)表示起始圖，有 A、B、C 三組節點，

每組節點有 4 個節點，即 A1-A2-A3-A4、
B1-B2-B3-B4、C1-C2-C3-C4。各組對間兩兩不

得相交。 

圖二、電源與接地繞線問題 



                                                                             

 
(a) 起始圖 

 
(b) 完成圖 

圖三、多組史坦納樹問題定義 

為了方便索引及參考，本論文所使用之變數符

號之定義如表一與表二所示。 

三、多組史坦納樹演算法 

過去 Lee 提出的最短路徑連接演算法 (簡
稱 Lee 演算法) 是一個被廣泛運用的網格式空

間資料結構演算法 [9]，在網格平面上給定起

點、終點及若干障礙物，於起點至終點間存在

一條最短且具有防碰撞障礙物之路徑集合，Lee
演算法可保證於 O(N)時間內找到該路徑集合中

的其中一條最短路徑，其中 N 是網格平面上自 
 

表一、空間資料結構說明 

參數 資料型

態 說明 

vi,j 
整數二

維陣列 

vertices，儲存 m × n X 架構網

路內的節點狀態，數值介於

{0, 1, 2 }之間。數值為 0 時表

示該節點為自由節點，為 1
表示為障礙節點，為 2 則表

示欲相互連接的節點。其中(i, 
j)為二維陣列之索引值，

0≦i≦m，0≦j≦n。 

Dlocal(k, l)
整數二

維陣列 

distance for local Z vertices，
儲存以第 k組 Z中第 l個節點

之位置為起點，經由 HGMR
演算法之洪氾程序後所得之

等距離圖，0≦ l < p。Dlocal(k, 
l)陣列之大小為 m × n。當以

Dlocal 
i,j (k, l)表示時，表其為存取

Dlocal(k, l)上索引值(i, j)位置

上之值，0≦i≦m，0≦j≦n。

Dglobal(k)
整數二

維陣列 

global distance，儲存網狀網

路內各組所有 Z 節點之等距

離累加圖。Dglobal(k)，陣列之

大小為 m × n。當以 Dglobal 
i,j (k)

表示時，表其為存取 Dglobal(k)
上索引值為第 k 組(i, j)位置上

之值，0≦i≦m，0≦j≦n。 
 
由網格節點之數目(number of free cells)。最

近 Jan 利用 Lee 演算法的觀念 [7]，被稱其為

Higher Geometry Maze Routers (HGMR) 
algorithm，將原本的平面四向發展到平面八向。 

多組史坦納樹連結演算法是利用 HGMR 演

算法中的洪泛程序來處理各組節點的等距離

圖，並求得各組之距離累加圖，再求得各組之

關鍵節點，接著利用排序觀念，將各組節點離

各組的關鍵節點加以排序，排序第一的節點連

結關鍵節點(路徑)，其它節點再從頭開始依序以

上步驟，直至所有節點都連結完畢。 



                                                                             

表二、輔助運算之資料結構 

變數 資料型態 說明 

LLZ 

k,l 
Linked 
Lists  

儲存記錄 vi,j 中值為 2
之節點，即 Z 節點。

LLZ 

k,l係指取出第 k 組第

l 個節點 vi,j。 

e       
 vi,j, vi’,j’ 字串 

edges，儲存由 vi,j連結

至 vi’,j’的邊。 

LLSMT 

k,l  
Linked 
Lists 

為儲存計算後多組史

坦納路徑的鏈結串

列。其內之資料型態由

邊 e       
 vi,j, vi’,j’所組成。LLSMT 

k,l

係指取出第 k 組第 l 個
邊 e       

 vi,j, vi’,j’。 

index 整數變數 
儲存計算時所用的索

引值。 
*vcritical 指標變數 儲存關鍵節點之位址。

*vtemp 指標變數 
儲存計算時所用的暫

存節點 vi,j之位址。 

temp 整數變數 
記錄計算時所用的暫

存值。 

*Dcritical 
 指標變數 

為 指 向 記 錄 critical 
vertex 的等距離圖二

維陣列 Dlocal(c, k)，c
為組別，k 為關鍵節點

於 Z 中的索引值。當

以*Dcritical 
i,j 表示時，是表

示存取*Dcritical 指標所

指向之 Dlocal(c, k)上索

引值為(i, j)位置上之

值，其中 0≦i≦m，

0≦j≦n。 

Len(l) 整數變數 
線路連結順序，1≦ l < 
p。 

min 整數變數 
儲存計算時所用的最

小暫存值。 
 

演算法 : 
 BEGIN {多組史坦納樹連結演算法} 

STEP 1 呼叫初始化副函式 
STEP 2 計算距離 

STEP 2.1 呼叫計算等距離圖副函式。利

用HGMR洪氾演算法計算各

節點個別之等距離圖 
STEP 2.2 呼叫等距離累加圖副函式 
STEP 2.3 呼叫搜尋關鍵節點副函式 
STEP 2.4 呼叫最短距離副函式 

STEP 3 計算多組史坦納樹 
STEP 3.1 連結離關鍵節點(路徑)最近

路徑 
      STEP 3.2 執行 STEP 2   

STEP 4 結果輸出 
 輸出 LLSMT 

k,l ，即為所求之多組史坦納

樹。 
 END {多組史坦納樹連結演算法} 
 
副函式 1 初始化: 
 BEGIN  

依序搜尋 vi,j為 Terminal node 之節點，則

將該節點的陣列索引值對(i, j) 加至鏈結

串列 LLZ 

k,l末端。 
新增一個新的等距離圖 Dlocal 

i,j (k, l)，其中 k
代表組別，l 表其為第 l 個 Z 節點，0≦ l < 
p，0≦i≦m，0≦j≦n。 

 END  
 
副函式 2 計算等距離圖: 
 BEGIN  

STEP 1   設定 index  0。 
STEP 2   由 LLZ 

k,l中取出第 p 組中第 index
個節點 vi,j。 

STEP3 在 Dlocal(index)中，根據 vi,j中座

標對(i, j)之值，設定(i, j)位置上

之 Dlocal 
i,j (index) = 0 。 

STEP 4   在 Dlocal(index)中，設定座標對

(i, j)位置上之節點為起點，

經由 Jan 八向演算法中之洪氾

階段演算法，計算由起點至各



                                                                             

節點的等距離圖，直至所有自

由節點均被探索過為止。Jan
之洪氾階段演算法計算方式是

四個四向連結的鄰格+1，四個

對角的鄰格+ 2 網格的最短

距離可在+1 和+ 2 兩者中取

最小者。 
STEP 5  index = index + 1，重複 STEP 

2，直至 LLZ 

k,l中的所有節點 vi,j

均被計算過。 
 END 

 
副函式 3 等距累加圖: 
 BEGIN  

STEP 1  設定 index = 0。 
STEP 2   

Dglobal 
i,j (k) = Dlocal 

i,j (k) + Dglobal 
i,j

(index)，0≦i≦m，0≦j≦n。 
STEP 3  index  index +1，重複 STEP 2 

直至所有的 Dlocal(k, l)均已被計算

過。 
 END 
 
副函式 4 搜尋關鍵節點: 
 BEGIN 
線性搜尋 LLZ 

k,l找出座標值(i, j)於 Dglobal 
i,j (k)中值

最小的各組關鍵節點： 
STEP 1  設定 index = 0。 
STEP 2  從 LLZ 

k,l中取出第 k 組第 index 個

節點 vi,j。 
min  Dglobal 

i,j (k)， 
*vcritical  &vi,j， 
temp  index。 

STEP 3  index  index + 1。 
STEP 4  從 LLZ中取出第 index 個節點

vi,j，如果 Dglobal 
i,j (k) <  min，則：

min  Dglobal 
i,j (k)， 

*vcritical  & vi,j， 
temp  index。 

 STEP 5重覆 STEP 1.3 直至 LLZ 

k,l中的所有

節點 vi,j均被計算過。 
 END 
 

副函式 5 最短距離: 
 BEGIN  
    STEP 1  計算LLZ 

k,l節點離Dglobal 
i,j (l)的距離跟

座標，存入 Len(l) 中。 
    STEP 2  找出與關鍵結點距離最短的節

點存入 Len(l)中。 
 END 

四、演算法效能分析 

(一) 空間複雜度分析 
多組史坦納樹連結演算法的空間複雜度分

析，本演算法使用了一個 m × n 的二維陣列 vi,j

來儲存 X 架構網路中各個節點的狀態、p 個 m × 
n 二維陣列 Dlocal(k)來儲存各個 Z 節點分別的等

距離圖、q 個 m × n 的二維陣列 Dglobal來儲存等

距離累加圖以及數個輔助計算用的資料結構。

其中二維陣列的空間需求為 N 即 m × n 個。又因

為組數 q 會比欲連結的端點數 p 為少，所以本

演算法的空間複雜度(space complexity) Stotal為 : 
 Stotal = Sinitial+SD_local+SD_global 
   = O(N + pN + qN)  
   = O((1 + p + q)N) 
   = O(pN) 
其中，q < p < N。 

(二) 時間複雜度分析 
多組史坦納樹連結演算法的時間複雜度分

析，可分為幾個步驟來探討。第一部分為初始

化(Step 1)，判斷每個節點是否為欲連結的端

點，以及所屬的組別。這一步驟需 O(N)的時間。

第二階段包含 Step 2 以及 Step 3。其中 Step 2.1
為計算每個終端節點至其他點的 HGMR 洪氾，

需要 O(pN)。Step 2.2 呼叫等距離累加副函式，

每個點須累加自己到所有組對的終端節點的洪

氾值，所以時間為 O(pN)。Step 2.3 為搜尋關鍵

節點副函式，由於要計算 q 組 LLZ 

k,l，LLZ 

k,l的長度

最多不超過 p 個，因此時間複雜度 O(pq)。Step 2 
中最後 2.4 呼叫最短距離副函式，選出各組的 Z
節點距離關鍵節點最短的距離，需要 O(p)。因



                                                                             

此 Step 2 總共需要: 
TStep2 = O(N) + O(pN) + O(pq) = O(pN+pq) 

又因為 q < p < N，所以 TStep2 = O(pN) 
Step 3 為連結離關鍵節點(路徑)最近的路

徑，要找到該節點須搜尋 LLZ 

k,l，而 LLZ 

k,l的長度最

多不超過 p 個，接著迴圈呼叫 Step 2 直到結束。

所以總和 Step 2 與 Step 3，總共需花費 O(p2N)
的時間複雜度。最後的步驟為輸出 LLSMT 

k,l ，其長

度不超過 N，所以時間亦限制在 O(N)以內。總

結上述的步驟，本演算法的時間複雜度為 : 
Ttotal = Tinitial + TStep2&Step3 + TOutput 
 = O(N) + O(p2N) + O(N) = O(p2N) 

五、演算法範例說明 

  本範例以 5×5網格大小來做說明，如圖四(a)
為預設起始圖，有 a、b 兩不同群組的節點。首

先要完成各節點洪泛步驟，四向連結的鄰格

+1，四個對角的鄰格+ 2 ，網格的最短距離可

在+1 和+ 2 兩者中取最小者。接著依序更新表

格並選取具有最短距離的線段連接，如圖四所

示。其中每完成一組線段後，須重新計算關鍵

節點距離各端點的距離。最後結果如圖四(g)所
示。 

六、結論 

本論文提出了一個可適用於 X 架構網路上

的多組史坦納樹演算法，其空間複雜度為

O(pN)，時間複雜度為 O(p2N)，其中 p 表示網路

中欲相互連結的節點總數，q 表示為網路中欲連

結節點的組數，N 則表示為網路上所有節點的個

數。 
在未來的研究領域上，可將本論文中所使

用的多組史坦納樹連結演算法朝向 3D 做為發

展，如此一來，能更加深入應用在印刷電路版

上，能夠更符合在 EDA 領域中的需求以及研究

發展之應用層面。 

(a) 關鍵節點與端點距離與各組關鍵節點 

 

(b) 選取最短距離與第一條線段 

(c) 更新後的表格與第二條線段 

(d) 更新後的表格與第三條線段 



                                                                             

(e) 更新後的表格與第四條線段 

(f) 更新後的表格與第五條線段 

(g) 更新後的表格與最後完成圖 

圖四、演算法範例 
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