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摘要-本篇論文利用分群的次高權重部分乘積

項，協助截斷電路中權重最高的部分乘積項共

同進行誤差補償，以增進錯誤修正能力；進一

步限制截斷電路中最高權重部分乘積項的補

償值，降低過度補償誤差；進而透過邏輯化

簡，將補償電路複雜度降低。在16×16位元固

定寬度乘法器上，相較於截斷乘法器能修正

87%的誤差，且只需要完整乘法器53%的電路

面積。 

I. 介紹 

    在許多高速數位訊號處理與多媒體應用

中，乘法運算一直扮演著極重要的角色，因為

它主導著晶片面積大小及運算速度快慢。然而

在高效能乘法器(high-performance multiplier)

的架構中，為了增加其運算速度與降低硬體成

本，並避免乘法運算位元寬度無限增長，就必

須減少部份乘積的個數以及縮短部份乘積累

加時所需的運算時間。此時，通常會截斷乘法

運算中低權重位元(less significant bit，LSB)乘

積的輸出。然而，由於進位的改變會發生大量

的截斷誤差(truncation error)，進而降低實際的

應用。 

    許多已發表的文獻對於截斷誤差提出不

同的分析與補償。他們的目的都是一致的，以

少量的硬體來設計誤差補償電路，降低截斷誤

差。觀察這些文獻的補償方式，大致可分為兩

大 類 ： 固 定 常 數 校 正 值 (fixed constant 

correction value)[1]-[3]與變動校正值(variable 

correction value)[4]-[7]二種補償方式。雖然固

定常數校正值補償有比變動校正值補償簡單

的誤差補償電路的結構，但其固定的誤差補償

方式無法像變動校正值補償般隨著誤差補償

輸入的不同而作彈性的變化，因此變動校正補

償方式的錯誤修正效果較好。 

    在已發表的變動校正值補償方式中，文獻

[4]提出以乘積輸出結果為一的項次所發生的

平均機率作為逼近理想誤差補償的函式，然後

設計出一個漣波架構(ripple architecture)的誤

差補償電路，可以降低固定寬度乘法器的截斷

誤差。 

    文獻[5]使用statistical analysis and linear 

regression analysis，發現截斷掉的低位元部份

乘積中權重最高的部分乘積總和直接當作誤

差補償，可以比文獻[4]更逼近理想值。且其

截斷掉的低位元部份乘積中權重最高的部分

乘積沒有經過邏輯閘，而是直接輸入固定寬度

乘法器作補償，因此誤差補償電路面積可較文

獻[4]更小。 

    文獻[7]也是以多重輸入誤差補償結構為

基礎，且首度以截斷掉的低位元部份乘積中權

重最高的部分乘積權重作為補償的根據，低權

重的部份乘積以樹狀加法器結構進行補償，高

權重的部份乘積以modified addition進行補

償。由於考慮的補償因素比文獻[5]多，在對

理想補償的逼近上也比文獻[5]好。 

    但以上的文獻卻都未考慮截斷掉的低位

元部份乘積中次高權重的部分乘積對誤差補



償的影響，會使原本以最高權重的部份乘積為

輸入的誤差補償電路發生多補償或少補償的

錯誤補償，導致其無法逼近理想誤差補償值。 

    在本篇論文中，對於無號數固定寬度乘法

器提出一個新的誤差補償電路。首先，以文獻

[7]的誤差補償電路為基礎，探討其補償失敗

的項次，然後以截斷掉的低位元部份乘積中次

高的部分乘積進行誤差補償，可以有效的降低

截斷誤差。最後再對新的誤差補償電路做邏輯

化簡以節省電路面積。 

II. 固定寬度乘法器設計基礎 

    完整的無號數 Baugh-Wooley 陣列乘法器

由 X 和 Y 為兩個無號數 n 位元的數字如(1)所

示： 
1 1

0 0

2     2
n n

i i
i i

i i

X x Y y
 

 

            (1) 

一個乘法計算 P=X Y‧ 當作部分乘積 xiyj的權

重總和如(2)所示： 
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    由式子(2)可以表示出一個完整的無號數

n×n Baugh-Wooley部分乘積陣列顯示在圖一。 
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圖一 完整無號數n×n Baugh-Wooley乘法器部

分乘積陣列 

    為了簡化討論與分析，我們將完整的無號

數n×n Baugh-Wooley部分乘積陣列區分成三

個子集MSP(most significant part)， IC(input 

correction vector)和LSP(less significant part)如

圖一所示。 

    在DSP的應用和節省硬體成本上，通常只

需要一個完整乘法器P2n-1，…，Pn輸出的精準

度作簡易地分析如文獻[4],[7]。因此刪除IC和

LSP的部分乘積來簡化完整乘法器，形成一個

固定寬度(Fixed-Width)乘法器如圖二所示。相

較於一個完整乘法器，固定寬度乘法器的硬體

複雜度大約是完整乘法器的一半，在面積和功

率上都佔有優勢，而且有較短的最長路徑

(Critical Path)，使延遲縮短。但是由於進位的

改變，使固定寬度乘法器的輸出準確度降低，

造成大量的截斷誤差。 
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圖二 六位元固定寬度乘法器架構 

A. 定義精準度 

    觀察固定寬度乘法器的精確度是否可以

因誤差補償電路而提升。我們定義2n位元完整

乘法器與固定寬度乘法器間的誤差為(3)。 

tP P             (3) 

其中P是完整乘法器的輸出，Pt是固定寬度乘

法器的輸出定義為(4)。 
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其中f(IC)稱為誤差補償函式。我們考慮絕對平

均誤差(absolute mean error, εam)、均方誤差

(mean square error, εms)和誤差變異數(variance 

of error, εν)定義為式子(5)，(6)和(7)。 
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am E           (5) 

 2 2n
ms E           (6) 

  2
2n

amE            (7) 

其中E{}表示平均運算子。根據(2)和(4)，ε可

以寫成(8)。 
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其中S(x1,…,xn;y1,...,yn)=S(X;Y)是IC和LSB部份

乘積的總和。 

    從式子(8)可以看出當 S(X;Y)和 f(IC)之間

的差距越小，則精確度越高，表示誤差補償電

路的實用性與效能越好。為了使精確度提高，

所以我們令兩個理想誤差補償函式 fam 和 fms

可以降低誤差 εam和 εms，然後注意到校正向量

IC 的每一個值 IC0可以從不同的 X 和 Y 獲得。

以六位元為例，IC0=(0,1,1,1,1,1)時可以獲得三

個不同的(X;Y)值：(X;Y)=(0111112;1111112)，

(X;Y)=(0111112;1111102) 和

(X;Y)=(1111112;1111102)，他們屬於在 IC=IC0

下，X 和 Y 值的集合 Ω(IC0)元素，然後以

N(IC0)=3 表示在集合 Ω(IC0)中的元素數量為

三。利用 N(IC0)和 S(X;Y)求得平均值，即可

分析出 IC0 權重，進而得到 IC0 中部份乘積代

表的權重。式子如(9)。 
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    為了獲得 fms函式，我們考慮當 X 和 Y 輸

入屬於 Ω(IC0)的絕對平均誤差 εam和均方誤差

εms，式子如(10)和(11)。 
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    全部的 εam和 εms可以由 εam(IC0)和 εms(IC0)

乘上在 Ω(IC0)中元素的個數，然後加總獲得，

式子如(12)和(13)。 
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    從(10)和(11)式可以看出，選擇適當的

fam(IC0)和 fms(IC0)來降低 εam(IC0)和 εms(IC0)，

就可以得到較小的誤差 εam和 εms。 

    藉由簡單的代數運算，式子(10)和(11)可

以改寫成(14)與(15)。 
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透過(14)與(15)可以得知如果 fam(IC0)，fms(IC0)

與 Savg(IC0)有相同的數值，將可以使誤差 εam

和 εms縮至最小。為了便於觀察數據與準確性

的分析，我們將 Savg(IC0)作正規化與捨位，

fam(IC0)和 fms(IC0)就會計算成式子(16)。 

   0 0ms n avgf IC Round S IC         (16) 

B. IC 權重分析 

    文獻[7]根據式子(9)和(16)觀察 Savg(IC)和

fms(IC)整理出表一，得到一個誤差補償函式可

以近似成一個輸入修正向量部份乘積的權重

總和。以六位元固定寬度乘法器為例，當輸入

修正向量的所有位元全為 0 時，Savg(IC)為

0.224，因為小於 LSB/2=0.5，所以經過捨位後

會使 fms(IC)得到 0。當輸入修正向量變成

IC=(0,0,0,0,0,1)，唯一部份乘積 x6y1 等於 1 時，

Savg(IC)會向上增加到 0.814，經過捨位 fms(IC)

得到 1。由 IC=(0,0,0,0,0,1)和 IC=(0,0,0,0,0,0)

的 Savg(IC)相減可得 x6y1 的有效權重為 0.590。



假如我們考慮第三行，當只有部分乘積 x4y3

為 1 而其餘 IC 部份乘積為 0 時，與

IC=(0,0,0,0,0)的 Savg(IC)相減可得 x4y3 的有效

權重為 0.680 比 x6y1 的有效權重 0.590 高。 

表一 不同 IC 所對應的 Savg 和 fms 

 

    根據上述的討論，文獻[7]認為 Savg(IC)

不同權重是由於每個輸入修正向量元素的有

效權重造成的。而且內部部分乘積(以六位元

為例，如 x4y3 和 x3y4)比外部部分乘積(以六位

元為例，如 x6y1 和 x1y6)有較大的權重。比起文

獻[4]-[6]只使用 SIC 的和去計算補償係數並且

視 IC 中每個部份乘積有相同的權重，文獻[7]

顯然可以更接近理想誤差補償。 

C.  IC 補償電路基本架構 

    針對以上對於 IC 中部份乘積的權重分析

與討論，文獻[7]將誤差補償向量分成兩個子

集並且使用兩個加法樹作誤差補償。 

    第一個加法樹，對於低權重部份乘積給定

一個以標準全加器(FA)和半加器(HA)組合而

成的一個標準計數器如文獻[7]。因此頭尾兩

項部份乘積的權重為 2n-1。 

    第二個加法樹，對於高權重部份乘積使用

修正型半加器(mHA)，他是由一個或閘和及閘

組成，所以稱為 AO 閘如圖二所示。其真值表

如表二所示和標準半加器的真值表比較。可以

發現唯一的不同就是當 A 和 B 輸入是 1 時，

Sum=1 且 Cout=1。此外，從修正型半加器的真

值表也可發現，當輸入總和有多少 1，輸出總

和就有多少 1，因此高權重部份乘積的權重為

2n。就好比輸入就是輸出，可省略 AO 單元。 

AB

SumCout  
圖三 AO 電路圖(修正型半加器) 

表二  修正型半加器真值表

 

    結合以上兩種加法樹所組成的誤差補償

電路就稱之為 Dual-tree 結構的誤差補償電

路，表示在圖四。 

 
圖四 文獻[7]提出的 6×6 固定寬度乘法器 

III. 所提出新的誤差補償電路設計 

    我們根據文獻[7]的補償結果做進一步的

分析，並且以 β 表示 IC 中權重較低的頭尾各

兩項部分乘積總和，如式子(17) 

1 0 2 1 1 2 0 1n n n nx y x y x y x y             (17) 

然後透過加法器電路得到輸出進位輸出的總



和 Carry，定義在(18) 

1 2 1nCarry C C C           (18) 

最 後 比 較 β 和 Carry 的 關 係 得 到

Carry_relation。以六位元為例，可以得到文獻

[7] β和 Carry 關係比較表，如表三所示。 

表三  文獻[7] β和 Carry 關係比較表

 

A. 誤差的選擇與補償 

    然而，文獻[7]的誤差補償結果，仍然有

誤差補償錯誤發生。其中誤差補償錯誤可以分

成兩類，第一種誤差補償錯誤，是由於誤差補

償電路補償不足造成，會使輸出結果小於理想

值。第二種誤差補償錯誤，是由於誤差補償電

路補償過多造成的，會使結果大於理想值。本

篇論文，主要針對|ε|>2n-1 的誤差進行補償。因

為 IC 誤差補償電路輸入補償的權重為 2n，所

以當誤差 ε>2n-1 時，少補償一位元相當於減少

2n，就可以將文獻[7]的誤差縮小成|ε|<2n-1。同

理，當誤差 ε<-2n-1 時，多補償一位元，誤差也

可以縮小至 2n-1 以下。 

    在本篇論文中，有別於其他文獻，僅以權

重最高的 IC 部份乘積作為誤差補償。而是另

外參考次高權重的部份乘積，在此定義為

minor input correction vector (MIC)如圖五。 
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圖五 MIC 部份乘積陣列 

其中MIC=(xn-2y0，xn-3y1，…，x1yn-3，x0yn-2)。

根據文獻[7]對於IC部份乘積權重的分析，同

理MIC中的部份乘積，也可以得到權重最高的

中 間 項 (Medium Term) 部 份 乘 積 為

x(n-2)/2y(n-2)/2。以此部分乘積為中心向上向下分

成 up-MIC(xn-2y0 ， xn-3y1 ，…， xn/2y(n/2)-2) 和

down-MIC(x(n/2)-2y n/2，…，x1y n-3，x0y n-2)兩個

部分乘積子集如圖六。然後，考慮MIC的進位

補償權重為2n。由於產生x(n-2)/2y(n-2)/2的進位路

徑是MIC部分乘積中最長的，所以x(n-2)/2y(n-2)/2

為1機率也就是MIC部分乘積中最大的。但並

不表示其餘MIC的部份乘積只要再有一個為1

就可進位，畢竟x(n-2)/2y(n-2)/2仍然有為0的可能。

故為了確保MIC的部份乘積總和可以做有效

進位補償，我們選擇up-MIC和down-MIC的總

和為Sup-MIC和Sdown-MIC表示在下面兩式。 

 - 2 0 3 1 2 2 2...up MIC n n n nS x y x y x y         (19) 

 - 2 1 3 0 22 2 ...down MIC n n nnS x y x y x y       (20) 

當(19)和(20)式都不為 0 時，進位才會成立。

相反的，為了確保 MIC 的部份乘積總和不會

進位，必須讓 Sup-MIC 和 Sdown-MIC 皆為 0。 

 

   

 

2 0

3 1

2 n 2 2

2 2 n-2 2

2n 2 2

1 3

0 2

n

n

n

n

n

n

n

x y

x y

x y

x y

x y

x y

x y













  

圖六 MIC 的兩個子集 up-MIC 和 down-MIC 



    當 β=2 或 β=4 時，根據表三的誤差補償方

式會有許多補償不足的情形發生，透過我們所

設計的 MIC 進位補償方式可以有效補足誤

差。如圖七所示，大致上較大誤差的峰值都可

以有效降低。 

 
圖七  β=2或 β=4六位元固定寬度乘法器的絕

對誤差與修正後絕對誤差比較 

 
圖八  β=1 六位元固定寬度成法器的絕對誤

差與修正後絕對誤差比較 

  而在 β=1 下 IC 其餘權重較重部份乘積

(xn-3y2，xn-4y3，…，x3yn-4，x2yn-3)總和 SICh 如式

子(21) 

3 2 4 3 3 4 2 3...ICh n n n nS x y x y x y x y          (21) 

當式子(21)不為 0 時，表三的誤差補償方式會

導致補償過多以致產生額外的補償誤差。我們

利用 MIC 沒有進位來判斷，限制讓 IC 部份乘

積總和減少一位元作誤差補償，可以有效對於

過度補償的情形進行修正。如圖八所示，經過

補償值的限制設計後，過度補償的情形得以改

善。結合以上兩種補償方式有助於降低文獻[7]

中較大補償誤差項以及過度補償項的誤差，因

此整體誤差補償效果得以提升，如圖九所示。 

 

圖九  六位元固定寬度成法器的絕對誤差與

修正後絕對誤差比較 

B. 新的誤差補償電路設計架構 

    首先，我們保留文獻[7]的誤差補償電路

架構如圖四。接著，將 C1 和 C2 作為 OR 閘的

輸入，然後 OR 閘的輸出會和經過 inveter 反

向的 Sum 合併輸入一個 4 輸入 AND 閘作為

β=2 或 β=4 判別的依據。兩個子集 up-MIC 部

分乘積和 down-MIC 部分乘積各以一個 OR 閘

連接，判別是否一個子集至少有一個部份乘積

為 1。而這兩個 OR 閘的輸出也將併入一個 4

輸入的 AND，以搭配 β=2 或 β=4 的判別，進

而輸出 1 對補償不足的誤差加以補償。 

  另外，為了取得 β=1，C1 和 C2 則當做 NOR

閘的輸入，因為 β=1 時不會有進位的產生。此

時，up-MIC 部分乘積和 down-MIC 部分乘積

會同時輸入一個 4 輸入 NOR 閘，限制部分乘

積為 1 的產生，避免發生進位。而 IC 其餘權

重較重部份乘積以 OR 連接，判別是否至少有

一項部份乘積為 1。將此 OR 閘輸出和之前兩

個 NOR 閘輸出合併輸入一個 3 輸入 NAND

閘。當以上條件成立時會輸出 0 給 AND 閘，

當 AND 閘另外一個輸入 Sum 為 1 時，將不進



行誤差補償，以減少過度補償的誤差。最後，

新的誤差補償電路顯示在圖十。 

圖十  本文所提出新的六位元固定寬度乘法

器誤差補償電路架構 

    為了縮小電路面積，降低誤差補償路成

本。我們將三個輸進一個 4 輸入 AND 閘的 OR

閘轉換成三個 NOR 閘和三個 inveter。接下

來，把這三個 inveter 和將 Sum 反向的 inveter

閘及一個 4 輸入 AND 閘化簡成一個 4 輸入

NOR 閘。而原本輸入一個 3 輸入 NAND 閘的

兩個 NOR 閘，則改由此三個 NOR 閘的輸出

作為 NAND 閘輸入，由於多加一個輸入，所

以 3 輸入 NAND 閘將改成 4 輸入。最後，可

以獲得一個低電路複雜度的誤差補償電路如

圖十一所示。 

 
圖十一  經過化簡的誤差補償電路 

IV. 補償電路誤差修正效能比較 

    在此，我們探討新的誤差補償電路與文獻

[7]對於直接截斷(Direct-truncated)完整乘法器

的誤差補償效果分別從 6 位元，8 位元，12 位

元，到 16 位元作分析與比較，定義出絕對平

均誤差(absolute mean error, εam)、均方誤差

(mean square error, εms)和誤差變異數(variance 

of error, εν)對於截斷(Truncated)完整乘法器的

誤差百分比。如以下式子所示。 

 
,% 100%am

am

am Truncated




            (22) 

 
,% 100%ms

ms

ms Truncated




            (23) 

 
,% 100%

Truncated









             (24) 

    由以上式子可以看出位於分子的 εam、εms

和 εν的值越小，表示補償電路的修正誤差效果

越佳，並且能有效提升固定寬度乘法器的精確

度，使其更能運用在實際 DSP 應用中。因此，

從表四到表六可以發現我們所提出的誤差補

償電路能有效改善截斷誤差，無論是相對絕對

平均誤差(absolute mean error, εam,％)比較結

果，相對均方誤差(mean square error, εms,％) 比

較結果，或是相對誤差變異數(variance of error, 

εν,％)比較結果，我們所設計的固定寬度乘法器

的精確度表現都是其中最佳的。至於表七則是

計算各文獻所提出的誤差補償電路所需要總

電晶體個數佔完整乘法器總電晶體個數的百

分比比較，定義成式子(25)。 

% 100%Truncated

Standard

N
R

N
         (25) 

  結合表四和表七，將我們所提出的設計和

誤差補償較精準的文獻[5], [6], [7]進行電路面

積的比較，如圖十二和圖十三。從圖十二中，

能看出在 8 位元固定寬度乘法器，本篇論文有

最低的誤差，但電路面積稍大。然而，在圖十

三中，16 位元固定寬度乘法器，本篇論文依

舊保有最低的誤差，但電路面積已比大多數文



獻小。這顯示本篇論文所提出的固定寬度乘法

器電路設計在輸入位元越大時，其誤差和面積

優勢越顯著。 

    當電晶體個數消耗越多時，表示所需要的

電路硬體成本就越高。圖十四中，我們將我們

的設計和相近的設計文獻[4], [6], [7]比較，可

以發現本篇所提出的誤差補償電路雖然在 6

位元固定寬度乘法器的電晶體消耗上比其他

文獻高，然而到 16 位元固定寬度乘法器時，

所需要的電晶體個數反而比起其他文獻來的

低。顯然地，本篇論文所提出的誤差補償電路

在電路面積的增長上相較於其他文獻所提出

的誤差補償電路來的緩和，這主要是因為我們

所設計的補償電路大部份都是固定式的，硬體

複雜度並不會隨位元數增加而上升，如此的優

勢，在越來越複雜的 DSP 應用上將更顯示出

其有效節省電路成本的優勢。最後，我們透過

電路合成，將我們所設計的低面積、高精確度

16 位元固定寬度乘法器實現於晶片中。圖十

五為 16 位元固定寬度乘法器的晶片製程佈局

圖，晶片面積為 18401.64μm2。 

表四  相對絕對平均誤差(absolute mean error, 

εam,％)比較結果 

 

表五  相對均方誤差(mean square error, εms,％) 

比較結果 

表六  相對誤差變異數(variance of error, εν,％)

比較結果 

Multiplier

D-Truncated structure

J. M. Jou[4]
S. J. Jou[5]
F. Curticapean[6]
A. G. M. Strollo[7](typeI)

Proposed paper

n=6 n=8 n=12 n=16
100% 100% 100% 100%

19.51% 16.40% 13.72% 12.35%
12.30% 9.94% 8.00% 7.21%
10.08% 8.82% 7.64% 7.08%

9.66% 8.19% 6.94% 6.44%A. G. M. Strollo[7](typeII)

(2318) (58494) (25532558)(9088701326)

9.67%

7.14%

8.88%

6.79%

7.97%

6.43%

7.45%

6.27%

 表七  電晶體個數比較結果 

 

 

 

圖十二 八位元固定寬度乘法器絕對平均誤差

對電路面積比例分佈圖 

 

圖十三 十六位元固定寬度乘法器絕對平均誤

差對電路面積比例分佈圖 



 
圖十四  各乘法器誤差補償電路隨 6,8,12 和

16 位元輸入的增長趨勢 

 

圖十五  本篇論文所設計的 16 位元固定寬度

乘法器晶片佈局圖 

V. 結論 

    本篇論文針對固定寬度乘法器的截斷誤

誤差提出一個更為精確的誤差補方式，透過

MIC 的進位與 IC 補償之間的關係，隨著 β值

的改變，作彈性的誤差補償校正。經實驗結

果，在 16 位元固定寬度乘法器的誤差補償

上，相較於其他文獻能有更有效的利用硬體面

積進行誤差補償。在絕對平均誤差，均方誤差

和誤差變異數上均可達到比其他文獻更佳的

誤差補償效果。因此，使用本篇論文所提出的

固定寬度乘法器在 DSP 的應用上將更能顯示

出其實用性。 
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