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壹、研究動機與目的 

     雖然多變數微積分的概念本質與單變數微積分是相同的。但實際上，處理

多變數微積分問題的複雜度卻比單變數微積分高很多。例如，當學生以處理單變

數函數微分的經驗去嘗試處理多變數函數方向導(函)數時，往往會碰壁，對大部

分學生而言，好像到一完全陌生領域。微分量則是學生的另一個痛點。學生往往

無法將微分量與線性逼近的概念連想在一起，常常迷失在 dz 與∆z 的符號中。而

等高線與梯度向量則是在單變數微積分裡沒有的新概念。在教學現場我們觀察到

學生雖然能套用公式計算出答案，雖然教學搭配預製的靜態圖表，但學生並沒有

概念性的理解。 

    微積分的重要性不只在數學領域，更是所有 STEM (科學，技術，工程及數

學)教育領域的核心知識。以數學(應數)系學生來說，若無法掌握好微積分的基

本概念，意味著對之後的微方，數值，統計等學科也會有學習上的障礙。在真實

世界所需要處理的函數大多是多變數函數。大學微積分課程由單變數跨越到多變

數，對大部分學生而言，是相當大的挑戰。因為抽象概念更深且認知機制更複雜，

多變數微積分的重要概念如極限、連續、偏導數、方向導數、梯度向量等概念是

環環相扣的，但學生常常分不清楚其中的邏輯關聯(Martínez & Vinuesa 2002; 

余啟哲&吳思慧,2014)。很多研究顯示，讓電腦視覺化環境融入教學過程可以提

升學習成效。而科技部也早已把電腦輔助高等數學教學列為重點研究項目。資訊

科技早已融入我們的日常生活。在教學現場，我們觀察到學生的學習態度與方式

有著顯著的改變。面對離不開 3C 產品的世代，傳統的教學方式已不能滿足授業

者與學習者雙方的需求。以微積分教學為例，在很多教學研究文獻中，都提及透

過電腦環境視覺化與動態的操作，將微積分的抽象概念具像化，並透過動手操作，

對學生的學習成效有正面的意義(Tall,1992; Ocal,2017; Verzosz,  Guzon  & 

Antonette, 2014;吳思慧、余啟哲&邱守榕,2009; 余啟哲&吳思慧,2014)。  

   有鑑於此，本動態教具研發團隊，以雙變數函數為主，於 105 學年度開始微

積分之 GeoGebra 3D-動態教具的設計開發(林震燦等人，2018)。此 GeoGebra 3D-

動態解析教具已試用於本系微積分課程，普遍得到學生正面評價。它能清楚地顯

示數據與圖形的互動。但是 在教學現場仍採傳統式教學方式: 由教師講授並操

作動態教具，而學生只是被動地接收訊息。並不清楚學生的微積分概念認知狀況。

因此，為了使本系研發團隊成果能被更有效率地應用在雙變數微積分教學，本研

究研擬實作融入視覺化學習環境的微積分教學策略。 
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貳、文獻探討  

      微積分課程中單變數函數極限、導函數及積分等關鍵課題都有不少的學習

及教學研究結果被發表。但關於多變數微積分的學習及教學研究與之相比就少很

多(Martinez‐Planell&Gaisman ,2009; Trigueros Gaisman et al., 2016)。2014 年 Korko 

&Weber  探討當函數由單變數擴張到多變數時，學生如何思考其定義域及值域。

Weber(2013)  以兩位學生為樣本，觀察他們在面對變化率的基本概念時，如何由

單變數函數的導數推導到雙變數的偏導數定義；再更進一步到更複雜的方向導數。

倆位學生針對第一個推導，大致都可以幾何意義來理解。但他們無法完成方向導

數的解釋。Trigueros Gaisman et al. (2016)  以 APOS(action, process, object, scheme)

為架構，以訪談方式試圖解析學生對 3 維空間切平面與微分量之間關連性的理解

程度。這些被訪談的學生雖然已完成雙變數微積分的課程，但卻無法回憶起這兩

者的關連性。Tall(1992)建議以視覺化的方式呈現微分量的本質，且認為不需強

調所有微積分主題都要以視覺化方式呈現，因為這樣做可能會對更高維度微積分

的學習產生困擾。但 Tall 也認為以視覺化的幾何圖像來解釋微分量的概念是很

恰當的。吳思慧等人(2009)以 Java 互動式模組幫助學生理解雙變數函數的可微

性。經由視覺化，抽象的概念得以親近，學生產生學習自信。但他們也提到電腦

軟體輔助教學，仍需教師適當的引導才能達到好的學習效果。事實上，電腦科技

輔助的教學法，教師的責任或能力需求比傳統教學更甚。本研究計畫設計以

GeoGebra 融入雙變數微積分教學。GeoGebra 的特點除了是免費繪圖軟體外，還

可以呈現轉動的 3D 圖形，學生可以直接觀察到雙變數微積分的幾何意義。但有

好的教具還是需要適當的引導才能發揮它的功能，否則將流於一般的遊戲程式。 

    十九、二十世紀，許多教育、心理學家針對兒童的心智發展提出各式各樣的

學習理論。其中，發展心理學家 Vygotsky 提出近側發展區間(zone of proximal 

development,  簡稱 ZPD)的認知發展理論(1978)。ZPD 指的是由學習者的實際發展

層次到潛在發展層次之間的動態距離，也就是由學習者的基本能力層次到需要經

由教師或同儕協助才能完成的層次的距離，而這兩種層次隨著學習歷程的行進而

有所變動。ZPD 理論在意的是透過教學，協助學生超越目前的基本能力朝向更成

熟層次發展。植基於此 ZPD 理論的鷹架(scaffolding/scaffolds)學習概念應運而生。

鷹架學習理論最先由 Wood, Bruner & Ross (1976)提出，引起了很大的迴響。很多

教育學家對鷹架理論提出不同的觀點、模式及不同教學情境下的鷹架教學設計

(謝州恩, 2013)。簡言之，鷹架學習理論強調知識的獲得是由學習者自己建構的，

而此建構過程乃是學習者經由與他人(教師或同儕)互動形成的。鷹架學習理論可

以視為是教學策略，好的教學策略是要能製造學習者與他人的正面互動契機，進

而激發出學習者的潛在能力。在我們視覺化的教學情境下，將參考學生能力程度

設計主題式工作單來架設學習鷹架。 
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叁、研究方法  

一、研究對象 

本研究對象為大一理學院與資電學院三班共約 130 位學生，分為實驗 A組、

實驗 B組及對照組。實驗 A、B兩組由同一位老師授課。 

二、研究工具 

本教學策略所需設計的工具包含前測問卷、3D-動態解析教具、主題式工作 

單、後測試題建置和後測問卷設計。以下就這些工具的特色做介紹。 

(一) 前測問卷設計:使用 Google 表單了解學生關於空間與向量的先備知識。 

(二) 3D-動態解析教具之設計特色︰ 

1.操作簡便的使用介面。 

2.建構網路伺服器平台:學生可不受地域、時間限制連結此平台。 

3.隨使用者需求，以拖曳方式任意選擇觀察視角。 

4.透過逐步點選文字符號，逐一地將欲傳達的函數幾何意義及相關公式闡釋出

來。 

5.可同時開啟多個程式視窗。 

6.可放入課程講義。 

7.亦具備自動撥放功能。 

8.提供放置可供下載檔案的存放格。 

 

 

                   圖 1 函數等高線 
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                            圖 2 方向導數 

 

(三)主題式工作單之設計特色︰分為合作式工作單及個人工作單。 

1.合作式工作單設計特色及目的︰ 

(1) 利用個人行動載具的輔助，完成部分任務。 

(2) 將在單變數函數學到的微積分的幾何特徵推導到雙變數函數上。 

(3) 以同儕之力，提升整體的學習效率。 

2.個人工作單設計目的︰普遍地，對同儕間互相支援、討論的合作學習方式，大

都報以正面的評價。 但有兩點不可忽視的是: 合作學習常流於只有 1-2 組員努

力地工作，其他人則在一旁等待答案的情況。此外，在教學時數限制下，如何引

導學生具備獨立完成任務的自信。對此問題，我們特別設計同樣是在課堂上使用

的個人工作單，選擇適當的議題(譬如，微分量)，仍由教師利用動態教具講解其

理論概念，學生在教師的引導之下，自己逐一完成工作單上要求的實務型任務。 

(四)後測試題建置: 試題設計包含以下層面: 1.雙變數函數基本性質，2.方向

(偏)導數幾何概念的理解，3.微分量與切平面之應用關聯性，4.逐次積分之運算，

5.基本運算概念。 

(五)後測問卷設計: 問卷內容主要包含學生對動態解析教具之學習反映、對工作

單之學習反映以及自我學習態度。 

三、教學實驗 

    本次研究主題乃微積分第二學期課程的雙變數微積分部分。 課程持續6週，

實驗 A組與對照組上課節數是 24 節，實驗 B組則是 18 節。對學生而言，積分的

基本幾何概念是相對地容易理解。考慮到授課時數限制，以及學生的學習負荷，

本教學策略的成果分析將聚焦在雙變數函數相關圖形、偏導數、方向導數、切平
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面、梯度向量、微分量以及線性逼近的概念理解。  

    誠如前所提，多變數微積分的概念本質與單變數微積分是相同的。但實際上，

處理多變數微積分問題的複雜度卻比單變數微積分高很多。工作單的設計目的 

在以每位學生都能掌握的幾何直觀，激發學習自信心為開端，再逐漸的往更深的

抽象概念前進。首先喚起學生已知的單變數函數的舊知識，銜接到多變數函數:

每一小組分配一函數z ൌ fሺx, yሻ，學生參考線上繪圖軟體，手繪此函數 3D-圖形及

等高線圖並回應相關問題。接著，以幾何圖像搭配在單變數微分學到的導數定義，

推導出兩偏導數𝑓௫ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ lim
௛→଴

௙ሺ௔ା௛,௕ሻି௙ሺ௔,௕ሻ

௛
, 𝑓௬ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ lim

௛→଴

௙ሺ௔,௕ା௛ሻି௙ሺ௔,௕ሻ

௛
，再進

而詮釋偏導函數 𝑓௫ሺ𝑥, 𝑦ሻ及𝑓௬ሺx, yሻ。由 3D-動畫教具，學生知道在同一座標點可

以產生多條不同斜率的切線，接下來，就可以討論方向導數與梯度。動態教具在

設計上，注意到用明顯的色彩差異性，讓使用者在畫面中可以輕易地分辨截面、

切平面、截面曲線及切線等等。而且 3維座標座標系統是可以隨意轉動，因此，

任意點上不同方向的切線都可毫無障礙地觀看得很清楚。這套動態教具系統，只

要懂得電腦開機的人都會操作。 

微分量(differentials)是學生的另一個痛點。學生往往無法將微分量的概念與

切平面的概念連想在一起(Gaisman , Martinez-Planell&McGee , 2018)，常常迷失

在 dz 與∆z 的符號中。精心設計的動態教具提供視覺探索dz, ∆z 與切平面的機會。

學生操作此教具，可經由隨意移動視角清楚地觀察這三者的幾何關聯性。搭配個

人工作單的活動，在教師的適切引導下讓學生經由解題的歷程強化對dz, ∆z ,切

平面與線性逼近等概念的聯繫關係，並延伸到可微性的抽象概念。 

肆、結果分析  

依據課程開始前所做的先備知識問卷，這三組學生在雙變數微積分所須具備 

的先備知識的認知程度並無顯著差別。 

一、學生作答分析 

導函數的基本概念從單變數到雙變數雖是相同，但是對學生而言，處理的難 

度卻相對高很多。後測試題作答結果，我們發現幾個耐人尋味的現象。 

(一)我們以填充題型式測試偏導數的幾何概念。這 3組學生中對偏導數的幾何概 

念理解的人數並無顯著差別。 

(二)以計算題型式測試方向導數概念。兩實驗組學生答對及理解但計算失誤的人 

數比例明顯地比對照組高出很多，而且兩實驗組間也存在明顯差異。 

(三)以計算題型式測試對微分量與線性逼近的理解。若以針對此組合題有作答的 

人數計算，每人平均得分的百分比，對照組是 38%、實驗 A 組是 41%、實驗 B 組

是 50.5%。若以參與考試人數計算，則對照組的平均得分百分比則掉了至少 26%

以上，而兩實驗組失掉的百分比控制在 10%以內。  

(四)以上三主題也正是我們的工作單聚焦的主要概念。我們發現相對於對照組， 

實驗 A、B 組學生雖然不一定能完美地完成任務，但是大部份學生都有勇於嘗試



7 
 

的勇氣。   

二、學習成就分析 

學生整體學習成效評量結果將以 ANCOVA 分析實驗組與對照組是否存在差 

異，控制變因為期中考成績。期中考成績經 one-way ANOVA 檢測 p-value 達到

p≅0.833 ，顯示這三組學生的學習程度並無顯著差異。新教學策略實行後，以

ANCOVA 分析結果顯示，期中考成績顯著影響後測成績 (p≅0.000**)，而且這三

組的後測成績在校正期中成績後，顯示出明顯的差異性(p≅0.000**): 實驗 B組

學習成效高於實驗 A組，實驗 A組學習成效又高於對照組。  

 

表 1 前後測成績檢定 

   Index       人數        期中成績          後測成績 

                        平均值  標準差    平均值  標準差 

1(實驗 A組)     41       59.71   22.62     54.34   28.31 

2(實驗 B組)     41       56.22   23.22     67.39   21.38 

3(對照組)       44       57.77   31.34     39.61   23.83 

        檢定結果         檢定   p-value    檢定   p-value  

                                         期中成績  0.000 

     ANOVA/ANCOVA       Index    0.833     Index   0.000          

 

三、學習反映問卷 

    學習反映問卷採用 Likert 五量表，對兩實驗組學生進行問卷調查(回收 62

份)，問卷內容包含對動態教具與工作單介入教學的反應，以及學習平台的設置

是否會提升自我學習意願的評價(5 分為最高分)。 表 2 顯示學生對由動態教具

學習平台搭配工作單營造出來的學習環境報以正面樂觀的評價。而這正面的評價

也確實反饋在他們的學習成效上。表 2的自我學習意願這項提問的是，這套動態

教具平台(學生可隨時隨地操作使用)是否會更增強自我學習意願。學生的回應比

較趨於保守。 

 

表 2 後測問卷結果 

 動態教具  工作單 自我學習意願    觀看次數 

平均 最多 

實驗 A組   3.81   3.82    3.52  4.04    11 

實驗 B組   3.95   3.86    3.06  3.38    11 

 

伍、結論 

     本教學實驗以自行研發的 GeoGebra 3D-動態解析教具平台搭配精心編製之

工作單用於教學現場，探究在此學習環境下的學生與接受傳統教學法的學生之間
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學習成效是否存在差異性。我們的分析結果確實存在著極顯著的差異性。兩實驗

組的後測成績，明顯高於對照組成績(見表 1)。另一方面，令我們有些訝異的現

象是:對照組在各題目放棄作答的人數比例明顯地高於兩實驗組。這種現象是否

能解釋為實驗組學生面對問題時是比較有自信的?  

     因為工作單的施作，整個教學節奏是非常緊湊的，尤其是對實驗 B組學生。

雖然本教學策略實驗得到極正面的學習成效，但是在整個教學過程一直存在著時

間掌控的問題。不少學生反應歡迎這種上課方式，但希望速度可以放慢一些。如

何更精準地編寫教學劇本，使學習活動在不急不徐的節奏中順利進行，是我們接

下來的任務。 
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